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Resumo. O desenvolvimento recente dos modelos numéricos aliado a grande evolugdo ocorrida nos processadores desen-
cadearam um processo de desenvolvimento de uma técnica de formulagéo de problemas alternativa. Desse modo, de maneira
totalmente diferente de 20 anos atréas, atualmente é muito mais econdmico desenvolver um modelo numérico para estudo de um
determinado fendmeno, do que realizar um estudo experimental a respeito do mesmo. Os problemas envolvendo o comportamento
transtorio de um dado fendmeno sdo, geralmente, complexos e o uso de intervalos de tempo menores implicam em um aumento
significativo no tempo necessarios para a obtengéo da solugéo. Por conta disto, neste trabalho sera realizada uma andlise com-
parativa dos modelos de primeira, segunda e terceira ordem usando o esquema W, para solugéo por elementos finitos. Neste tipo
de implementagdo, para os sistemas parabdlicos, estes sdo apresentados como sendo compostos por uma série de operadores
integrais oriundos da mesma familia com o objetivo especifico de realizar a integracdo ao longo do tempo. Ao contrario dos
métodos tradicionalmente utilizados, esta familia de esquema de solucao propde o uso de uma fungao peso especifica para o
tempo na analise transiente. Segundo este esquema é possivel obter um sistema de equacOes através de sucessivas integracoes
por partes de maneira que a dependéncia do tempo, passe para a funcéo peso pré-estabelecida. Para verificacdo dos resultados,
foi escolhido um problema de condugéo transiente unidimensional numa parede plana, doqual se conhece a solugdo analitica.
Os resultados usando o esquema W, de terceira ordem foram comparadosa solugéo analitica do problema, e aos esquemas W,
de primeira e segunda ordem, e o desvio das solu¢6esforam analisados em fungdo do tempo e da malha utilizada.

Palavras chave: Analise transiente, Método dos Elementos Finitos, Esquemas transientes .
1. Introducéo

No passado, a grande maioria dos trabalhos realizados abordando fendmenos fisicos, principalmente nas areas de
engenharia, se baseava na obtencao de dados experimentais que justificassem ou ajudassem a entender o como e o porque
de tais fendmenos ocorrerem. O desenvolvimento recente dos modelos numéricos aliado a grande evolugdo ocorrida nos
processadores desencadearam um processo de mudanca de mentalidafe. Desse modo, de maneira totalmente diferente
de 20 anos atras, atualmente é muito mais econdmico desenvolver um modelo numérico para estudo de um determinado
fendmeno, do que realizar um estudo experimental a respeito do mesmo. Os problemas envolvendo o comportamento
transtorio de um dado fenémeno, séo geralmente sdo complexos e o uso de intervalos de tempo menores implicam em
um incremento muito significativo no tempo necessario para a obtencao da solucdo. Neste sentido, um grande ndmero de
trabalhos publicados recentemente tem objetivad a melhoria dos modelos numéricos para a solugdo de problemas fisicos,
contando, inclusive, com uma série de periodicos dedicados exclusivamente a este assunto.

Além disso, existem outras vantagens do modelo matematico devem ser levadas em consideragdo como o fato de se
tratar de uma técnica ndo invasiva, na qual nao existe nenhum tipo de sensor fisico que possa pertubar o fendmeno. Outro
fator importante é que os resultados podem ser obtidos em qualquer parte do dominio do problema com bom nivel de
confiabilidade e, se houver necessidade, pode-se inclusive utilizar um maior refinamento nas areas de interesse.

Uma série de trabalhos recentes tem abordado este tema e variagdes. Com relagao aos novos esquemas de discretiza-
cdo, Zhong et al., 1996 propuseram a utilizacdo de um incremento na ordem da aproximag&o no tempo dos tradicionais
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esquemas transientes. No trabalho, sdo tratadas uma série de considerac@es sobre as equacdes diferenciais parciais (EDP)
e, com base nesta técnica, apresentaram um esquema explicito de elevada ordem baseando-se na solugdo analitica de
equacdes diferenciais de primeira ordem.

Em outro trabalho, Tamma et al., 1997 apresentaram uma compilagdo de uma série de metodologias para implemen-
tacdo de esquemas transientes utilizando um método similar ao esquema de residuos ponderados. Neste trabalho, foram
analisadas implementagdes tanto para esquemas de problemas transientes como para problemas dindmicos, envolvendo
termos de aceleragdo. O trabalho enfatizou muito a metologia utilizada para a formulagéo do problema, além de sugerir
possiveis esquemas de implementacdo. a aplicacdo de cada uma das metodologias é muito pouco explorada, apenas al-
guns exemplos simplificados sdo apresentados para ilustracdo. Nesta mesma linha, trabalhando com as func6es peso para
0 tempo, cabe ressaltar os avangos recentes introduzidos por Tamma et al., 2002.

Embora ja seja conhecida ha algum tempo, Smolinshi e Wu, 1998 apresentaram algumas inovacGes para a técnica
conhecida como subcycling e sua inclusdo em problemas de elementos finitos de primeira ordem. Esta técnica permite
que diferentes incrementos de tempo sejam usados em diferentes regiGes do mesmo problema, dependendo do tamanho
dos elementos utilizados. A aplicacdo desta técnica sé tem sentido em discretizacGes em que a solucdo ndo é incondicio-
nalmente estavel. Alguns detalhes sobre a implementacao da técnica de subcycling para 0 ANSYS podem ser vistos em
ANSYS, 2002.

Utilizando outra técnica, Donea et al., 2000 apresentaram a proposta de um novo esquema de solucdo transiente
em fendmentos que envolvem problemas altamente convectivos. Este esquema se baseia nas aproximac@es de Padé que
podem ser usadas com alguma vantagem sobre as aproximagdes baseadas em Séries de Taylor. Este tipo de aproximacgéo
¢ bastante utilizada na elaboracdo de esquemas de solugdo para problemas parabolicos no tempo usando elementos do
tipo C°. Foi verificada neste estudo grande similaridade entre a formulagéo obtida através das funcdes de aproximagéo
de Padé e aquelas que seriam utilizadas no caso de aplicagdo de um método de Runge Kutta de mesma ordem.

Recentemente, Tamma et al., 2003a explicaram o desenvolvimento fundamental teérico e o rigor de uma representacao
genelralizada com respeito a estabilidade, precisdo e, em Tamma et al., 2003b, muita atencéao foi dada as representacdes
praticas dos operadores de segunda ordem, incluindo, também, seus atributos algoritmicos e suas extencdes para situacdes
ndo lineares.

Esta série de trabalhos mostra como o assunto de modelos numéricos para problemas transientes tém ganho espago na
pesquisa recente sobre 0 assunto. Este trabalho, pretende avancar um pouco mais no tema realizando as implementaces de
primeira, segunda e terceiras ordem usando “familia W,,", em um problema simples de condugdo de calor unidimensional
transiente. Serdo avaliados 0s esquemas cuja implementacao é realizada via inclusdo de novas fungdes pesos apresentadas
em Tamma et al., 1997.

Embora se trate de um problema unidimensional o0 mesmo sera solucionado utilizando-se de elementos bidimensionais
de quatro n6s (biquadraticos) com as condicGes de contorno adequadas para resolucdo do problema. Para esta solugdo
foi considerado ainda que no instante inicial, 7 = 0, 0 material se encontra a uma temperatura 8, = 0. Os resultados
obtidos sdo, entdo, confrontados com a solucéo analitica do problema para, assim, verificar como cada um dos modelos
se comporta. Um esquema do problema e suas condicfes de contorno pode ser visto na fig.(1).

2. Metodologia

Tomando por base a discretizagdo de um problema de condugao transitoria em geometria bidimensional com um termo
fonte associado, a equacéo geral que rege o problema é dada por:

00 %0 02%0
o~ (7 + ) = @

que se discretizada em elementos finitos sem qualquer forma de aproximacao para a derivada no tempo. O termo fonte f
pode representar qualquer situagdo com possiveis termos fonte. A solucdo do problema dependeria ainda das inclusGes
das condi¢es de contorno em nivel de espaco e das condig@es iniciais do problema (6y).

Para este caso, ser& considerada uma discretizacdo no espaco por residuos ponderados da equagéo de conducdo bidi-
mensional, sem nenhum tipo de termo fonte:

" 00 020 0%6
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Figura 1: Esquema do problema proposto
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Num primeiro momento nao havera preocupagdo com a discretizagdo do termo transiente, entretanto, considerando-se
que o termo esta independente da posicdo, aplicando-se Galerkin, tem-se que:

o0 a0
/Niadv = /Nidva 3)
% %

mas considerando apenas o termo difusivo e aplicando para a sua discretiza¢do os procedimentos de reducdo de ordem
(forma fraca), discretizagdo por Galerkin e aproximag&o nodal, tem-se que:

«N; 2 2 . .
i10°0  0°0 00 ON; ON; ON; ON;

— 4+ —)dV = ¢ N,—dS — L0 T 0 gy 0 4
/v <8x2+8y2)v jé anS /<8x 8:c+8y 8y>v @
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Assim a equagdo geral para o problema em residuos ponderados pode ser escrita na sua forma matricial:
90 -
M) - 5+ [K]-6 = [8] ©)
onde:

e g (0NN N Ny ol
[]M]_/Nldv, []K]_/(ax o+ ay)dv, [S]_j{Nl s
%

2.1. Aplicacdo do esquema usual de discretizacao

O esquema de discretizagdo no tempo mais comumente utilizado pelos usuarios do método dos elementos finitos
foi herdado da técnica de diferencas finitas e consiste em utilizar a série de Taylor para aproximar 0 comportamento da
derivada no tempo. Neste esquema:

o6  Ggmtt —gm
g_r_-v (6)
ot At
sendo que os valores de m e m + 1 representam, respectivamente, as temperaturas no instante atual e no préximo instante
de tempo. Desse modo, a equacao (5) pode ser escrita da seguinte forma:
1
At
sendo que de acordo com o valor de k, a formulacdo é realizada de maneira diferente. Para o esquema implicito, a
temperatura € avaliada no instante posterior, ou seja, k = 1.

M- (67 = 0™) + [K] - 67 = [8] )

2.2. Implementagé&o por fungéo peso para o tempo (W)

Neste tipo de implementacgdo para os sistemas parabolicos, estes sdo apresentados como sendo compostos por uma
série de operadores integrais da mesma familia, com o objetivo especifico de realizar a integragdo ao longo do tempo. Ao
contrario dos métodos tradicionalmente utilizados esta familia de esquema de solugdo propde o uso de uma fungéo peso
especifica para o tempo na analise transiente. Segundo este esquema, é possivel obter um sistema de equagdes através de
sucessivas integragdes por parte de maneira que a dependéncia do tempo, passe para a fungéo peso pré-estabelecida. Tal-
vez, a grande vantagem deste tipo de formulag&o seja justamente o fato de deixar inalterada a discretizacdo da geometria
do problema, ou seja, podem ser mantidas quaisquer tipos de caracteristicas da discretizagdo no espago, seja no que tange
a funcBes de aproximacao, ou mesmo, esquemas adotados para funcéo peso.

Aplicando as fungGes pesos anteriormente estabelecidas, na equacéo (5) e realizando a integragao ao longo do tempo,
tém-se que:

tnt1 5 S

| T i [0 - (P = 0 @
Subdividindo a equacdo (8) em diversas integrais e integrando o primeiro termo por partes obtem-se:
T\ [ T T e
(wyrmwd) "™ = [ e = [ v [ ©
ou ainda:

tng1r o N tnt1 tnt1
[ i - wrda = (wired), - [ T e (10
t tn t

n n
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2.2.1. Aproximagdo de Primeira Ordem

Fazendo uma aproximacdo linear para o tempo e o perfil de tamperaturas:

Wi(r) = wo+wi-T (11)
i = 6,40 At-7 (12)
Note que neste caso foi necessario realizar uma mudanca de variaveis, definindo-se uma variavel 7 de forma a:

t—tn  t—t,

Tt —te | AL (13
onde pode-se ainda definir:
1
F= /(wo + w1 7T) - [Fldr, 14)
0

Em seu trabalho, Tamma et al., 1997, propde uma expressdo geral para obtencdo dos coeficientes desta equacao de
maneira que:

1

WLQ = /(U}Q + wlT)dT = Wo + % (15)
0
1
Wii = /(wo +wT)TdT = % + % (16)

0

e, desse modo, o valor de 6 é dado pela equacdo:

F— Wi [K]- 6,

j=
Wl,l - At - [IK] + Wl,O . [M]

(17)

De posse do valor de @ é possivel encontrar facilmente 0s valo-  Tapela 1: Valores das funcBes de aproximacio para
res do perfil de temperatura no instante n + 1, usando-se a aproxi-  os diversos algoritmos.
macao representada na equagao (12) para = = 1.

E importante notar que, neste caso, o valor do termo fonte I Algoritmo Funcao de Aproximacao
néo foi descartado pois ele pode ser necessario na aplicacéo das Crank-Nicolson W =1+0-7=1
condigBes de contorno. De acordo com a natureza do problema, Euler Avangado W =1—3/2r
principalmente nos casos envolvendo condigdes de contorno de 2¢ Euler Atrasado W =1 — 37
e 3% espécies, este torna-se fundamental para implementacéo das Liniger W =1-17/4r
condigdes de superficie. Galerkin W =1— ocor

Tamma et al., 1997 apresentaram uma série de expressdes para
se obter esquemas usuais de discretizagdo de primeira ordem. Um Obs: 7 = (t — t,) /AL,

resumo destes coeficientes estdo apresentados na Tabela (1).
2.2.2. Aproximacao de Segunda Ordem

Fazendo-se uma aproximagdo quadratica para o tempo e usando 0s trés primeiros termos da série de Tayor para
expressar o perfil de temperaturas, tem-se:

Wa(r) = wo+wy -7+ ws- (7)2 (18)

bt = O+ 0-At-T+1/2-(1)2- (A1) (19)
Usando estas expressfes na equacao (8):
t o -, -,
/ [(wo +wy -7 +ws- (T))K-0, + M+TK-At)-0-(M+1/2-At)-At-0) - [F]]-dt =0 (20)
to

Resolvendo a integracdo, nota-se que seriam necessarios o0s seguintes termaos:
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2 371
w1 T woT w1 w9
= 4+ 2 21
2 + 3 ]0 wo + 5 + (21)

ty
W(),g:/ (wo+w1~7'+w2~7'2)~d7: |:’w()7'+

to

ty
WQJZ/ (wo+w1~7+w2~7—2)~7-d7:

to

— + =+ +— (22)

1
{on wiT?  WaT } wo w1 Wo
2 3 1,

w
——+I+? (23)

At
]ng/ (w0+w1~7+w2~72)~[F]~dt (24)
0

Desta forma, a equacdo geral apresentada em (20) passa a ser expressa na forma rearranjada para se obter a solucéo
da segunda derivada:

Fy — Wao K 0, — (Wao M+ Wy K-At)-§
Al (Way M+ 1/2 Was K- Al)

§ = (25)

De posse do valor de 6 € possivel encontrar facilmente os valores para a primeira derivada utilizando-se 0 método de
diferencas finitas:

—

Gt = G,4+0-At+6. 2 (26)

3
[\

—

Ony1 = §+ 5 At @7)

a partir do qual o procedimento de marcha se repete.

L - Tabela 2: Valores das funcfes de aproximacao para os diversos
Deve-se observar que se faz necessaria uma primeira es-

- algoritmos de 2 ordem.
timativa do valor inicial da primeira derivada 6y, uma

vez que em geral somente os valores de temperatura ini- Algoritmo Func&o de Aproximagcao
cial sdo conhecidos. Dupont W=1-19/3-74+20/3-72
Da mesma forma que para as expressoes de primeira Gear W=1-36/5-7+8- 72

ordem, Tamma et al., 1997 apresentam uma sériede ex- Lees W =1-60/11-7+60/11- 72
pressdes para se obter esquemas usuais de discretizacdo Liniger-1 W =1-146,82-7 — 279,091 - 72
de segunda ordem. Um resumo destes coeficientes esta Liniger-2 W =1-—8,88424- 7 + 10,0961 - 72
apresentado na tabela (2). Runge-Kutta W =1-8.7—10-72

Zlamal W =1-236/397 — 80/13 - 72

2.2.3. Aproximacdo de Terceira Ordem

PN : Obs: 7= (t — t,)/At
Fazendo-se uma aproximacéo de terceiro grau para T=(t—tn)/AL
0 tempo e usando 0s quatro primeiros termos da série de

Tayor para expressar o perfil de temperaturas, tem-se:

Ws(t) = wo+wy -7+ ws- (7)2 + w3 - (7)3 (28)

by = Gt G At-T+1/2- (1) (A6 +1/6- (1) - (A1) (29)

Usando estas expressfes na equacao (8):

t1 . .
/ [(wo +wy -7 +ws 7> +ws - T)K-0p, + M+K-At) -0+ (M+1/2-K-At)-At-0

to

+(1/2- M+1/6-K-At) - At? . 6] — [F]]-dt =0 (30)
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Resolvendo a integracdo, nota-se que seriam necessarios 0s seguintes termaos:

" 2 3 wp | w2 w3
Wso = /(w0+w1~7+w2~7 +w3~7)~d7:w0+?+?+r (31)
to
t1
Wsi1 = /(wo+w1~T+w2-72+w3~73)~7~d7:@+ﬂ+%+% (32)
" 2 "3 T4 s
t1
wy Wy Wws W
Wiy = /(wo+w1-7+w2-72)-72-d72—0+—1+—2+—3 (33)
to 3 4 5 6
t1
Wiz = /(wo+w1-7—+w2-7—2)~73-d7:@+E+%+% (34)
" 15 "6 "7
At
Fy = / (wo +wy - T4+ wa - T+ ws - ) - [F] - dt (35)
0

Desta forma, a equacéo geral apresentada em (30) passa a Ser expressa na seguinte forma, sendo rearranjada para se
obter a solugdo da terceira derivada:

7Fg*Wgy()'1K'9_7;+(W310'M*W371']K'At)'é’*(W&l'Mﬁ*l/?'Wgﬁg']K'Alf)'At'é‘

73
(1/2-Wao -M+1/6-Wss - K- At) - A2

(36)

De posse do valor de 0 é possivel encontrar facilmente os valores para a primeira e a segunda derivada utilizando-se
0 método de diferengas finitas:

At? At

Opi1 = §n+§~At+5~T+5<3>~T (37)
5 LN -, At?

Ont1 = 9+9~At+9(3)~7 (38)
i = 0+09. At (39)

a partir do qual o procedimento de marcha se repete. Deve-se observar que se faz necessaria uma primeira estimativa do

valores iniciais da primeira e da segunda derivada (50 e 0, respectivamente), uma vez que em geral somente os valores
de temperatura inicial sdo conhecidos.

Da mesma forma que para

as expressdes de primeira or- Tabela 3: Valores das funcGes de aproximacao para os diversos algoritmos.

dem, Tamma et al., 1997 apre- Algoritmo Funcéo de Aproximagédo

sentam uma sériede expres- Houbolt W =1-615/46 - 7 + 825/23 - 72 — 1155/46 - 73

sBes para se obter esquemas Wilson-6 W =1-1829/137 - 7 + 4925/137 - 72 — 3465/137 - 73

usuais de discretizaco de ter- Bossak-Newmark W =1-180/13 -7+ 495/13 - 72 — 350/13 - 73

ceira ordem. Um resumo des- Hilber-Hughes-Taylor W =1 — 44478/3229 - T + 120990/3229 - 72 — 85680/3229 - 73
tes coeficientes esta apresen-

tado na tabela (3). Obs: 7 = (t — tn)/At,

2.3. Solugdo Analitica

Segundo Incropera e Dewit, 2003 a solugdo analitica, fundamental para efeitos de comparagdo, é composta por uma
série de infinitos termos, obtida com base no método da separacdo de variaveis. Ela pode ser facilmente encontrada em
qualquer livro texto de transmissao de calor e é constituida pelas seguintes equacgoes:

4. sm(CZ)

g — ZCZ' cexp(—C7-7)-cos(¢;-x) onde ¢ -tan((;) = DBi e C; = m

=1

(40)

sendo, ainda que para o caso onde a temperatura da parede é especificada a solucdo da equacéo (40), deve ser obtida para
quando Bi — oo.

Com todas estas informacdes, pode-se facilmente plotar a solugdo analitica do problema e, embora seja impossivel
usar os infinitos termos, pode-se representar a solugdo analitica com boa precisdo. Para efeito de comparacdo neste
trabalho, foram utilizados os 90 primeiros termos da série.
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3. Resultados

Com base neste procedimento uma série de resultados para 0os modelos de primeira a terceira ordem foram obtidos e
comparados com a solugdo analitica. Os resultados obtidos para o caso estudado podem ser vistos nas fig. (2) a (5). Nestas
figuras sdo apresentadas a solu¢do com base em todos 0s esquemas apresentados anteriormente na metodologia, de todas
as ordens para as mesmas condi¢des de malha e incremtento de tempo. Desta forma, é possivel uma analise comparativa
mais clara do comportamento de cada uma das solucdes para problema apresentado.

Os resultados para a solucdo do problema obtidos a partir da implementacdo de esquemas de primeira ordem podem
ser vistos na fig.(2). Nestes gréaficos, estdo mostrados o desenvolvimento das temperaturas para o ponto z* = 0,5,
fig.(2a), e o desvio entre cada solugdo numeérica e a solugdo analitica nos tempos analisados, fig.(2b). A comparacédo da
solucdo analitica com cada um dos modelos apresentados foi realizada usando valores para Az* = 0,1 e A7 = 0,1.
Nota-se claramente através da andlise destes graficos que a qualidade do resultado obtido pode ser melhorada, de forma
significativa, em funcdo do esquema a ser utilizado.

Com base nesta analise os métodos que apresentaram melhor precisio do problema estudado: implicito (Euler avan-
cado), Liniger, Galerkin e Crank-Nicholson, de acordo com a fig.(2). Para cada caso, foram estudados o comportamento
do desvio em relagdo a solucdo analitica em funcdo da variacdo nos incrementos de tempo e na malha utilizada. Maiores
detalhes dos desenvolvimento deste estudo podem ser encontrados em Scalon et al., 2005b, onde diversos gréficos do
comportamento da solucdo com refinamento da malha foram analisados e discutidos. Entretanto, a conclusdo mostra o
que pode ser visto neste grafico de que, para o problema de difusdo de calor proposto, o esquema de Crank-Nicholson foi
0 que apresentou os melhores resultados.

De maneira analoga, a fig.(3) apresenta um comparativo entre os modelos de segunda ordem e a solugéo analitica para
0s 90 primeiros termos da série e Az* = 0,1 e At = 0,1 e a fig.(4) apresenta um compativo de desvios entre 0s modelos
numeéricos de segunda ordem e a solucdo analitica. A anélise é feita para a evolucdo transiente do mesmo ponto z* = 0,5
que o desenvolvido para o esquema de primeira ordem. Uma analise da comparacéo apresentada mostra que os modelos
de Gear e de Dupont foram os que apresentaram os melhores resultados.

De maneira geral, ndo se percebe nos modelos de segunda ordem menores desvios em relagéo a solucdo analitica que
os apresentados nos modelos de primeira ordem. Nota-se que a convergéncia se deu através de um processo oscilatério
em torno da solucdo analiitica, o que ndo foi verificado nos modelos de primeira ordem. Principalmente nos estagios
iniciais as técnicas de segunda ordem apresentaram piores resultados que as de primeira ordem e tenderam a melhorar
com o desenvolvimento do trabalho. Para esta aproximagdo, o critério adotado para estimar o valor da primeira derivada e
dar partida da solucéo foi o de utilizar uma malha com Ax* muito pequeno e tentar avaliar a derivada com maior preciséo.
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Figura 2: Comparativo entre a solucdo andlitica e numéricas de primeira ordem e seus respectivos desvios.
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Figura 3: Comparativo entre a solu¢do analitica e numéricas de segunda ordem.

Maiores detalhes sobre 0 comportamento dos esquemas mais importantes com a malha podem ser encontrados em Scalon
et al., 2005a.

O mesmo procedimento adotado para 0s esquemas de primeira e segundas ordem foi repetido para os de terceira
ordem. As condicdes de andlise foram as mesmas, Az* = 0,1 e At = 0,1, assim como o ponto analisado: z* = 0,5.
Desta forma, a fig.(5) apresenta um comparativo entre os modelos de terceira ordem e a solugéo analitica e oseu respectivo
desvio, fig.(6). Da andlise deste grafico é possivel notar que os modelos de Wilson, de Houlbolt e de Hilber-Hughes-
Taylor apresentaram os melhores resultados. Cabe ressaltar ainda que o esquema de Bossak-Newmark para estas mesmas
condicBes ndo conseguiu alcangar a convergéncia da solucdo. Por conta disto 0 modelo foi descartado e ndo aparece nas
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Figura 4: Desvios entre a solucdo analitica e numéricas de segunda ordem.
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Figura 5: Comparativo entre a solucdo analitica e numéricas de terceira ordem.

referidas figuras. Outro fato que merece destaque é que, embora tenha convergido, o método de Hilber-Hughes-Taylor
apresentou oscilages em torno da solugdo analitica como pode ser visto claramente na fig.(6).

As fig.(7), (8) e (9) mostram as as implementacOes de terceira ordem utilizadas e 0 comportamento dos desvios em
funcéo da da malha e incremento de tempo. Todos os esquemas: Houlbolt, Wilson-6 e Hilber-Hughes-Taylor, apresentam
comportamento similar e portanto a discussao sera feita para todos os modelos globalmente. E possivel notar, em todos
0s casos, que o refinamento no tempo, por se tratar de um método de alta ordem, ndo apresentou variagao perceptivel
na solucéo obtida para a malha Az* = 0,1. Entretanto, em todos os esquemas foi possivel notar uma melhora com o
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Figura 6: Desvios entre a solucdo analitica e numéricas de terceira ordem e seus respectivos desvios.
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Figura 7: Desvios em relacdo a solucdo analitica para o esquema Houlbolt.

refinamento da malha em tempos avagados mantendo-se A7 = 0,1. Desta forma, nota-se claramente que o refinamento
da malha é a Unica forma de conseguir melhorar a precisdo do modelo nas condices estabelecidas.

Com relagdo as diversas possiveis implementacfes e 0 seu comportamento na resolucdo do problema pode se observar
que os métodos alternativos de Houlbolt, Wilson-6 e Hilber-Hughes-Taylor de terceira ordem podem ser boas alternativas
para a solucdo de problemas transitorios, destacando-se pela maior precisao, os dois Gltimos.

4. Concluséao

Com base nos estudos desenvolvidos neste trabalho, pode-se afirmar que os esquemas baseados na familia de fun-
¢Oes peso para o tempo W, apresentaram boa concordancia com a solugdo analitica mesmo trabalhando com valores
relativamente altos de incremento de tempo.

Esta implementacgdo é, em termos de resultados equivalente & implementagdo tradicional. Entretanto, pode-se dizer
que aimplementagdo W), apresenta uma facilidade muito maior de troca do esquema utilizado: bastando para isto que se
substitua os coeficientes do polindmio. Pode-se dizer que a grande vantagem deste tipo de formulagéo seja, justamente,
o fato de deixar inalterada a discretizacdo da geometria do problema. Desta forma, podem ser mantidas quaisquer tipos
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Figura 8: Desvios em relacdo a solugdo analitica para o esquema Wilson-6.
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Figura 9: Desvios em relacdo a solugdo analitica para o esquema Hilber-Hughes-Taylor.

de caracteristicas da discretizacdo no espaco, seja no que tange a fungées de aproximagdo, ou mesmo, esquemas adotados
para fungdo peso e, com pequenas alteracGes, mudar a discretizacdo no tempo.

Entretanto, pode-se afirmar com base nos resultados apresentados que o aumento da ordem do esquema no tempo
diminui o desvio em relacdo a solucédo analitica, principalmente para tempos afastados do instante inicial. Além disto, em
funcdo de sua prépria natureza, os problemas de terceira ordem apresentaram comportamento praticamente independente
dos valores utilizados como incremento de tempo.

Foi possivel, ainda, verificar ainda que a utilizagdo de malhas muito refinadas para a estimativa da primeira e segundas
derivadas, quando isto é necessario, com esquemas de ordem mais baixa induziu oscilagdes na solucdo. Estimativas feitas
da mesma forma mas com a malha utilizada na solucéo apresentaram melhores resultados.

Para finalizar, os resultados mostraram que para o problema proposto, os métodos de terceira ordem de Wilson-6 e
Hilber-Hughes-Taylor apresentaram excelentes resultados na faixa considerada, embora este Gltimo tenha apresentado
convergéncia oscilante.
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Abstract

The development of numerical methods associated to the evolution of computers processors leads to a new alternative for physical
formulation. So, in a different way of 20 years ago, the numerical model for study physical phenomenon is much more cheap than realize
an experimental study. Physical problems with transient analisys are ussually complex and the use of lowers time increments leads to a
long time to achieve the complete solution. Thus, in this paper a comparative analysis of first, second and third order Wp schemes for
solution by finite elements methods wiil be done. This implementation for parabolic systems were presented as an integral operators
series with the objective to achieve the time integration. In a different way of the tradidional methods, this family schemes uses also
a weight function for the time in the transient analysis. In this scheme, it’s possible obtain a equation system through integrations by
parts. The advantage of this formulation is the maintenance of the problem geometry and any other characteristics of the discretization
in space: approximation functions and schemes for the weighting functions. For the results validation, it was chosen a one-dimensional
transient conduction problem in a plain wall, which the analytical solution is known. The results using the Wp scheme of first, second
and third orders and the errors of these solutions were analyzed as function of time and mesh.
Keywords: Transient Analysis, Finite Element Method, W,, Transient Schemes.
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