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Resumo. O desenvolvimento recente dos modelos numéricos aliado à grande evolução ocorrida nos processadores desen-
cadearam um processo de desenvolvimento de uma técnica de formulação de problemas alternativa. Desse modo, de maneira
totalmente diferente de 20 anos atrás, atualmente é muito mais econômico desenvolver um modelo numérico para estudo de um
determinado fenômeno, do que realizar um estudo experimental a respeito do mesmo. Os problemas envolvendo o comportamento
transtório de um dado fenômeno são, geralmente, complexos e o uso de intervalos de tempo menores implicam em um aumento
significativo no tempo necessários para a obtenção da solução. Por conta disto, neste trabalho será realizada uma análise com-
parativa dos modelos de primeira, segunda e terceira ordem usando o esquema Wp para solução por elementos finitos. Neste tipo
de implementação, para os sistemas parabólicos, estes são apresentados como sendo compostos por uma série de operadores
integrais oriundos da mesma família com o objetivo específico de realizar a integração ao longo do tempo. Ao contrário dos
métodos tradicionalmente utilizados, esta família de esquema de solução propõe o uso de uma função peso específica para o
tempo na análise transiente. Segundo este esquema é possível obter um sistema de equações através de sucessivas integrações
por partes de maneira que a dependência do tempo, passe para a função peso pré-estabelecida. Para verificação dos resultados,
foi escolhido um problema de condução transiente unidimensional numa parede plana, doqual se conhece a solução analítica.
Os resultados usando o esquema Wp de terceira ordem foram comparadosà solução analítica do problema, e aos esquemas Wp

de primeira e segunda ordem, e o desvio das soluçõesforam analisados em função do tempo e da malha utilizada.

Palavras chave: Análise transiente, Método dos Elementos Finitos, Esquemas transientes Wp.

1. Introdução

No passado, a grande maioria dos trabalhos realizados abordando fenômenos físicos, principalmente nas áreas de
engenharia, se baseava na obtenção de dados experimentais que justificassem ou ajudassem a entender o como e o porque
de tais fenômenos ocorrerem. O desenvolvimento recente dos modelos numéricos aliado à grande evolução ocorrida nos
processadores desencadearam um processo de mudança de mentalidafe. Desse modo, de maneira totalmente diferente
de 20 anos atrás, atualmente é muito mais econômico desenvolver um modelo numérico para estudo de um determinado
fenômeno, do que realizar um estudo experimental a respeito do mesmo. Os problemas envolvendo o comportamento
transtório de um dado fenômeno, são geralmente são complexos e o uso de intervalos de tempo menores implicam em
um incremento muito significativo no tempo necessário para a obtenção da solução. Neste sentido, um grande número de
trabalhos publicados recentemente tem objetivad a melhoria dos modelos numéricos para a solução de problemas físicos,
contando, inclusive, com uma série de periódicos dedicados exclusivamente a este assunto.

Além disso, existem outras vantagens do modelo matemático devem ser levadas em consideração como o fato de se
tratar de uma técnica não invasiva, na qual não existe nenhum tipo de sensor físico que possa pertubar o fenômeno. Outro
fator importante é que os resultados podem ser obtidos em qualquer parte do domínio do problema com bom nível de
confiabilidade e, se houver necessidade, pode-se inclusive utilizar um maior refinamento nas áreas de interesse.

Uma série de trabalhos recentes tem abordado este tema e variações. Com relação aos novos esquemas de discretiza-
ção, Zhong et al., 1996 propuseram a utilização de um incremento na ordem da aproximação no tempo dos tradicionais
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esquemas transientes. No trabalho, são tratadas uma série de considerações sobre as equações diferenciais parciais (EDP)
e, com base nesta técnica, apresentaram um esquema explícito de elevada ordem baseando-se na solução analítica de
equações diferenciais de primeira ordem.

Em outro trabalho, Tamma et al., 1997 apresentaram uma compilação de uma série de metodologias para implemen-
tação de esquemas transientes utilizando um método similar ao esquema de resíduos ponderados. Neste trabalho, foram
analisadas implementações tanto para esquemas de problemas transientes como para problemas dinâmicos, envolvendo
termos de aceleração. O trabalho enfatizou muito a metologia utilizada para a formulação do problema, além de sugerir
possíveis esquemas de implementação. a aplicação de cada uma das metodologias é muito pouco explorada, apenas al-
guns exemplos simplificados são apresentados para ilustração. Nesta mesma linha, trabalhando com as funções peso para
o tempo, cabe ressaltar os avanços recentes introduzidos por Tamma et al., 2002.

Embora já seja conhecida há algum tempo, Smolinshi e Wu, 1998 apresentaram algumas inovações para a técnica
conhecida como subcycling e sua inclusão em problemas de elementos finitos de primeira ordem. Esta técnica permite
que diferentes incrementos de tempo sejam usados em diferentes regiões do mesmo problema, dependendo do tamanho
dos elementos utilizados. A aplicação desta técnica só tem sentido em discretizações em que a solução não é incondicio-
nalmente estável. Alguns detalhes sobre a implementação da técnica de subcycling para o ANSYS podem ser vistos em
ANSYS, 2002.

Utilizando outra técnica, Donea et al., 2000 apresentaram a proposta de um novo esquema de solução transiente
em fenômentos que envolvem problemas altamente convectivos. Este esquema se baseia nas aproximações de Padé que
podem ser usadas com alguma vantagem sobre as aproximações baseadas em Séries de Taylor. Este tipo de aproximação
é bastante utilizada na elaboração de esquemas de solução para problemas parabólicos no tempo usando elementos do
tipo C0. Foi verificada neste estudo grande similaridade entre a formulação obtida através das funções de aproximação
de Padé e aquelas que seriam utilizadas no caso de aplicação de um método de Runge Kutta de mesma ordem.

Recentemente, Tamma et al., 2003a explicaram o desenvolvimento fundamental teórico e o rigor de uma representação
genelralizada com respeito à estabilidade, precisão e, em Tamma et al., 2003b, muita atenção foi dada às representações
práticas dos operadores de segunda ordem, incluindo, também, seus atributos algorítmicos e suas extenções para situações
não lineares.

Esta série de trabalhos mostra como o assunto de modelos numéricos para problemas transientes têm ganho espaço na
pesquisa recente sobre o assunto. Este trabalho, pretende avançar um pouco mais no tema realizando as implementações de
primeira, segunda e terceiras ordem usando "família Wp", em um problema simples de condução de calor unidimensional
transiente. Serão avaliados os esquemas cuja implementação é realizada via inclusão de novas funções pesos apresentadas
em Tamma et al., 1997.

Embora se trate de um problema unidimensional o mesmo será solucionado utilizando-se de elementos bidimensionais
de quatro nós (biquadráticos) com as condições de contorno adequadas para resolução do problema. Para esta solução
foi considerado ainda que no instante inicial, τ = 0, o material se encontra a uma temperatura θ0 = 0. Os resultados
obtidos são, então, confrontados com a solução analítica do problema para, assim, verificar como cada um dos modelos
se comporta. Um esquema do problema e suas condições de contorno pode ser visto na fig.(1).

2. Metodologia

Tomando por base a discretização de um problema de condução transitória em geometria bidimensional com um termo
fonte associado, a equação geral que rege o problema é dada por:

∂θ

∂t
−

(

∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2

)

= f (1)

que se discretizada em elementos finitos sem qualquer forma de aproximação para a derivada no tempo. O termo fonte f

pode representar qualquer situação com possíveis termos fonte. A solução do problema dependeria ainda das inclusões
das condições de contorno em nível de espaço e das condições iniciais do problema (θ0).

Para este caso, será considerada uma discretização no espaço por resíduos ponderados da equação de condução bidi-
mensional, sem nenhum tipo de termo fonte:

∫

V

We

[

∂θ

∂t
−

(

∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2

)]

dV = 0 (2)

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 1: Esquema do problema proposto
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Num primeiro momento não haverá preocupação com a discretização do termo transiente, entretanto, considerando-se
que o termo está independente da posição, aplicando-se Galerkin, tem-se que:

∫

V

Ni

∂θ

∂t
dV =

∫

V

NidV
∂θ

∂t
(3)

mas considerando apenas o termo difusivo e aplicando para a sua discretização os procedimentos de redução de ordem
(forma fraca), discretização por Galerkin e aproximação nodal, tem-se que:

∫ Ni

V

(

∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2

)

dV =

∮

S

Ni

∂θ

∂n
dS −

∫

V

(

∂Ni

∂x
·
∂Nj

∂x
+

∂Ni

∂y
·
∂Nj

∂y

)

dV · θ (4)

Assim a equação geral para o problema em resíduos ponderados pode ser escrita na sua forma matricial:

[
�

] ·
∂θ̃

∂t
+ [ � ]·~θ = [S] (5)

onde:

[
�

] =

∫

V

NidV ; [ � ] =

∫

V

(

∂Ni

∂x
·
∂Nj

∂x
+

∂Ni

∂y
·
∂Nj

∂y

)

dV ; [S] =

∮

S

Ni ·
∂~θ

∂n
dS

2.1. Aplicação do esquema usual de discretização

O esquema de discretização no tempo mais comumente utilizado pelos usuários do método dos elementos finitos
foi herdado da técnica de diferenças finitas e consiste em utilizar a série de Taylor para aproximar o comportamento da
derivada no tempo. Neste esquema:

∂~θ

∂t
=

~θm+1 − ~θm

∆t
(6)

sendo que os valores de m e m +1 representam, respectivamente, as temperaturas no instante atual e no próximo instante
de tempo. Desse modo, a equação (5) pode ser escrita da seguinte forma:

1

∆t
[

�
] · (~θm+1

− ~θm) + [ � ] · ~θm+k = [S] (7)

sendo que de acordo com o valor de k, a formulação é realizada de maneira diferente. Para o esquema implícito, a
temperatura é avaliada no instante posterior, ou seja, k = 1.

2.2. Implementação por função peso para o tempo (Wp)

Neste tipo de implementação para os sistemas parabólicos, estes são apresentados como sendo compostos por uma
série de operadores integrais da mesma familia, com o objetivo específico de realizar a integração ao longo do tempo. Ao
contrário dos métodos tradicionalmente utilizados esta família de esquema de solução propõe o uso de uma função peso
específica para o tempo na análise transiente. Segundo este esquema, é possível obter um sistema de equações através de
sucessivas integrações por parte de maneira que a dependência do tempo, passe para a função peso pré-estabelecida. Tal-
vez, a grande vantagem deste tipo de formulação seja justamente o fato de deixar inalterada a discretização da geometria
do problema, ou seja, podem ser mantidas quaisquer tipos de características da discretização no espaço, seja no que tange
a funções de aproximação, ou mesmo, esquemas adotados para função peso.

Aplicando as funções pesos anteriormente estabelecidas, na equação (5) e realizando a integração ao longo do tempo,
têm-se que:

∫ tn+1

tn

[W ]T ([
�

] · ~̇θ + [ � ]~θ − [F ])dt = 0 (8)

Subdividindo a equação (8) em diversas integrais e integrando o primeiro termo por partes obtem-se:

(

[W ]T [
�

]~θ
)tn+1

tn

−

∫ tn+1

tn

[W ]T [F ]dt =

∫ tn+1

tn

[Ẇ ]T [
�

]~θdt −

∫ tn+1

tn

[W ]T [ � ]~θdt (9)

ou ainda:
∫ tn+1

tn

([Ẇ ]T [
�

] − [W ]T [ � ])~θdt =
(

[W ]T [
�

]~θ
)tn+1

tn

−

∫ tn+1

tn

[W ]T [F ]dt (10)
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2.2.1. Aproximação de Primeira Ordem

Fazendo uma aproximação linear para o tempo e o perfil de tamperaturas:

W1(τ) = w0 + w1 · τ (11)

~θn+1 = ~θn + ~̇θ · ∆t · τ (12)

Note que neste caso foi necessário realizar uma mudança de variáveis, definindo-se uma variável τ de forma a:

τ =
t − tn

tn+1 − tn
=

t − tn
∆t

(13)

onde pode-se ainda definir:

�
=

1
∫

0

(w0 + w1τ) · [F ]dτ, (14)

Em seu trabalho, Tamma et al., 1997, propõe uma expressão geral para obtenção dos coeficientes desta equação de
maneira que:

W1,0 =

1
∫

0

(w0 + w1τ)dτ = w0 +
w1

2
(15)

W1,1 =

1
∫

0

(w0 + w1τ)τdτ =
w0

2
+

w1

3
(16)

e, desse modo, o valor de ~̇θ é dado pela equação:

~̇θ =

�
− W1,0 · [ � ] · ~θn

W1,1 · ∆t · [ � ] + W1,0 · [
�

]
(17)

Tabela 1: Valores das funções de aproximação para
os diversos algoritmos.

Algoritmo Função de Aproximação
Crank-Nicolson W = 1 + 0 · τ = 1
Euler Avançado W = 1 − 3/2τ
Euler Atrasado W = 1 − 3τ
Liniger W = 1 − 17/4τ
Galerkin W = 1 −∞τ

Obs: τ = (t − tn)/∆t,

De posse do valor de ~̇θ é possível encontrar facilmente os valo-
res do perfil de temperatura no instante n + 1, usando-se a aproxi-
mação representada na equação (12) para τ = 1.

É importante notar que, neste caso, o valor do termo fonte
�

não foi descartado pois ele pode ser necessário na aplicação das
condições de contorno. De acordo com a natureza do problema,
principalmente nos casos envolvendo condições de contorno de 2a

e 3a espécies, este torna-se fundamental para implementação das
condições de superfície.

Tamma et al., 1997 apresentaram uma série de expressões para
se obter esquemas usuais de discretização de primeira ordem. Um
resumo destes coeficientes estão apresentados na Tabela (1).

2.2.2. Aproximação de Segunda Ordem

Fazendo-se uma aproximação quadrática para o tempo e usando os três primeiros termos da série de Tayor para
expressar o perfil de temperaturas, tem-se:

W2(τ) = w0 + w1 · τ + w2 · (τ)2 (18)

~θn+1 = ~θn + ~̇θ · ∆t · τ + 1/2 · (τ)2 · (∆t)2~̈θ (19)

Usando estas expressões na equação (8):

∫ t1

t0

[(w0 + w1 · τ + w2 · (τ)2)[ � · ~θn + (
�

+ � · ∆t) · ~̇θ · (
�

+ 1/2 · ∆t) · ∆t · ~̈θ] − [F ]] · dt = 0 (20)

Resolvendo a integração, nota-se que seriam necessários os seguintes termos:
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W0,2 =

∫ t1

t0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2) · dτ =

[

w0τ +
w1τ

2

2
+

w2τ
3

3

]1

0

= w0 +
w1

2
+

w2

3
(21)

W2,1 =

∫ t1

t0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2) · τ · dτ =

[

w0τ

2
+

w1τ
2

3
+

w2τ
3

4

]1

0

=
w0

2
+

w1

3
+

w2

4
(22)

W2,2 =

∫ t1

t0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2) · τ2

· dτ =

[

w0τ

3
+

w1τ
2

4
+

w2τ
3

5

]1

0

=
w0

3
+

w1

4
+

w2

5
(23)

���
=

∫ ∆t

0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2) · [F ] · dt (24)

Desta forma, a equação geral apresentada em (20) passa a ser expressa na forma rearranjada para se obter a solução
da segunda derivada:

~̈θ =

� �
− W2,0 · � · ~θn − (W2,0 ·

�
+ W2,1 · � · ∆t) · ~̇θ

∆t · (W2,1 ·
�

+ 1/2 · W2,2 · � · ∆t)
(25)

De posse do valor de ~̈θ é possível encontrar facilmente os valores para a primeira derivada utilizando-se o método de
diferenças finitas:

~θn+1 = ~θn + ~̇θ · ∆t + ~̈θ ·
∆t2

2
(26)

~̇θn+1 = ~̇θ + ~̈θ · ∆t (27)

Tabela 2: Valores das funções de aproximação para os diversos
algoritmos de 2a ordem.

Algoritmo Função de Aproximação
Dupont W = 1 − 19/3 · τ + 20/3 · τ 2

Gear W = 1 − 36/5 · τ + 8 · τ 2

Lees W = 1 − 60/11 · τ + 60/11 · τ 2

Liniger-1 W = 1 − 146, 82 · τ − 279, 091 · τ 2

Liniger-2 W = 1 − 8, 88424 · τ + 10, 0961 · τ 2

Runge-Kutta W = 1 − 8 · τ − 10 · τ 2

Zlamal W = 1 − 236/39τ − 80/13 · τ 2

Obs: τ = (t − tn )/∆t,

a partir do qual o procedimento de marcha se repete.
Deve-se observar que se faz necessária uma primeira es-

timativa do valor inicial da primeira derivada ~̇θ0, uma
vez que em geral somente os valores de temperatura ini-
cial são conhecidos.

Da mesma forma que para as expressões de primeira
ordem, Tamma et al., 1997 apresentam uma sériede ex-
pressões para se obter esquemas usuais de discretização
de segunda ordem. Um resumo destes coeficientes está
apresentado na tabela (2).

2.2.3. Aproximação de Terceira Ordem

Fazendo-se uma aproximação de terceiro grau para
o tempo e usando os quatro primeiros termos da série de
Tayor para expressar o perfil de temperaturas, tem-se:

W3(τ) = w0 + w1 · τ + w2 · (τ)2 + w3 · (τ)3 (28)

~θn+1 = ~θn + ~̇θ · ∆t · τ + 1/2 · (τ)2 · (∆t)2~̈θ + 1/6 · (τ)3 · (∆t)3~θ(3) (29)

Usando estas expressões na equação (8):

∫ t1

t0

[(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2 + w3 · τ

3)[ � · ~θn + (
�

+ � · ∆t) · ~̇θ + (
�

+ 1/2 · � · ∆t) · ∆t · ~̈θ

+ (1/2 ·
�

+ 1/6 · � · ∆t) · ∆t2 · ~θ(3))] − [F ]] · dt = 0 (30)
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Resolvendo a integração, nota-se que seriam necessários os seguintes termos:

W3,0 =

∫ t1

t0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2 + w3 · τ

3) · dτ = w0 +
w1

2
+

w2

3
+

w3

4
(31)

W3,1 =

∫ t1

t0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2 + w3 · τ

3) · τ · dτ =
w0

2
+

w1

3
+

w2

4
+

w3

5
(32)

W3,2 =

∫ t1

t0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2) · τ2

· dτ =
w0

3
+

w1

4
+

w2

5
+

w3

6
(33)

W3,3 =

∫ t1

t0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2) · τ3

· dτ =
w0

4
+

w1

5
+

w2

6
+

w3

7
(34)

�
3 =

∫ ∆t

0

(w0 + w1 · τ + w2 · τ
2 + w3 · τ

3) · [F ] · dt (35)

Desta forma, a equação geral apresentada em (30) passa a ser expressa na seguinte forma, sendo rearranjada para se
obter a solução da terceira derivada:

~θ(3) =
F3 − W3,0 · � · ~θn + (W3,0 ·

�
− W3,1 · � · ∆t) · ~̇θ − (W3,1 ·

�
+ 1/2 · W3,2 · � · ∆t) · ∆t · ~̈θ

(1/2 · W3,2 ·
�

+ 1/6 · W3,3 · � · ∆t) · ∆t2
(36)

De posse do valor de ~θ(3) é possível encontrar facilmente os valores para a primeira e a segunda derivada utilizando-se
o método de diferenças finitas:

~θn+1 = ~θn + ~̇θ · ∆t + ~̈θ ·
∆t2

2
+ ~θ(3)

·
∆t3

6
(37)

~̇θn+1 = ~̇θ + ~̈θ · ∆t + ~θ(3)
·
∆t2

2
(38)

~̈θn+1 = ~̈θ + ~θ(3)
· ∆t (39)

a partir do qual o procedimento de marcha se repete. Deve-se observar que se faz necessária uma primeira estimativa do

valores iniciais da primeira e da segunda derivada (~̇θ0 e ~̈θ0, respectivamente), uma vez que em geral somente os valores
de temperatura inicial são conhecidos.

Tabela 3: Valores das funções de aproximação para os diversos algoritmos.

Algoritmo Função de Aproximação
Houbolt W = 1 − 615/46 · τ + 825/23 · τ 2

− 1155/46 · τ3

Wilson-θ W = 1 − 1829/137 · τ + 4925/137 · τ 2
− 3465/137 · τ3

Bossak-Newmark W = 1 − 180/13 · τ + 495/13 · τ 2
− 350/13 · τ3

Hilber-Hughes-Taylor W = 1 − 44478/3229 · τ + 120990/3229 · τ 2
− 85680/3229 · τ3

Obs: τ = (t − tn)/∆t,

Da mesma forma que para
as expressões de primeira or-
dem, Tamma et al., 1997 apre-
sentam uma sériede expres-
sões para se obter esquemas
usuais de discretização de ter-
ceira ordem. Um resumo des-
tes coeficientes está apresen-
tado na tabela (3).

2.3. Solução Analítica

Segundo Incropera e Dewit, 2003 a solução analítica, fundamental para efeitos de comparação, é composta por uma
série de infinitos termos, obtida com base no método da separação de variáveis. Ela pode ser facilmente encontrada em
qualquer livro texto de transmissão de calor e é constituída pelas seguintes equações:

θ =

∞
∑

i=1

Ci · exp(−ζ2
i · τ) · cos(ζi · x) onde ζi · tan(ζi) = Bi e Ci =

4 · sin(ζi)

2ζi + sin(2ζi)
(40)

sendo, ainda que para o caso onde a temperatura da parede é especificada a solução da equação (40), deve ser obtida para
quando Bi → ∞.

Com todas estas informações, pode-se facilmente plotar a solução analítica do problema e, embora seja impossível
usar os infinitos termos, pode-se representar a solução analítica com boa precisão. Para efeito de comparação neste
trabalho, foram utilizados os 90 primeiros termos da série.
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3. Resultados

Com base neste procedimento uma série de resultados para os modelos de primeira a terceira ordem foram obtidos e
comparados com a solução analítica. Os resultados obtidos para o caso estudado podem ser vistos nas fig. (2) a (5). Nestas
figuras são apresentadas a solução com base em todos os esquemas apresentados anteriormente na metodologia, de todas
as ordens para as mesmas condições de malha e incremtento de tempo. Desta forma, é possível uma análise comparativa
mais clara do comportamento de cada uma das soluções para problema apresentado.

Os resultados para a solução do problema obtidos a partir da implementação de esquemas de primeira ordem podem
ser vistos na fig.(2). Nestes gráficos, estão mostrados o desenvolvimento das temperaturas para o ponto x∗ = 0,5,
fig.(2a), e o desvio entre cada solução numérica e a solução analítica nos tempos analisados, fig.(2b). A comparação da
solução analítica com cada um dos modelos apresentados foi realizada usando valores para ∆x∗ = 0,1 e ∆τ = 0,1.
Nota-se claramente através da análise destes gráficos que a qualidade do resultado obtido pode ser melhorada, de forma
significativa, em função do esquema a ser utilizado.

Com base nesta análise os métodos que apresentaram melhor precisão do problema estudado: Ímplicito (Euler avan-
çado), Liniger, Galerkin e Crank-Nicholson, de acordo com a fig.(2). Para cada caso, foram estudados o comportamento
do desvio em relação à solução analítica em função da variação nos incrementos de tempo e na malha utilizada. Maiores
detalhes dos desenvolvimento deste estudo podem ser encontrados em Scalon et al., 2005b, onde diversos gráficos do
comportamento da solução com refinamento da malha foram analisados e discutidos. Entretanto, a conclusão mostra o
que pode ser visto neste gráfico de que, para o problema de difusão de calor proposto, o esquema de Crank-Nicholson foi
o que apresentou os melhores resultados.

De maneira análoga, a fig.(3) apresenta um comparativo entre os modelos de segunda ordem e a solução analítica para
os 90 primeiros termos da série e ∆x∗ = 0,1 e ∆t = 0,1 e a fig.(4) apresenta um compativo de desvios entre os modelos
numéricos de segunda ordem e a solução analítica. A análise é feita para a evolução transiente do mesmo ponto x∗ = 0,5
que o desenvolvido para o esquema de primeira ordem. Uma análise da comparação apresentada mostra que os modelos
de Gear e de Dupont foram os que apresentaram os melhores resultados.

De maneira geral, não se percebe nos modelos de segunda ordem menores desvios em relação à solução analítica que
os apresentados nos modelos de primeira ordem. Nota-se que a convergência se deu através de um processo oscilatório
em torno da solução analiítica, o que não foi verificado nos modelos de primeira ordem. Principalmente nos estágios
iniciais as técnicas de segunda ordem apresentaram piores resultados que as de primeira ordem e tenderam a melhorar
com o desenvolvimento do trabalho. Para esta aproximação, o critério adotado para estimar o valor da primeira derivada e
dar partida da solução foi o de utilizar uma malha com ∆x∗ muito pequeno e tentar avaliar a derivada com maior precisão.
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(a) Solução analítica e numéricas de primeira ordem (b) Comparativo de desvios

Figura 2: Comparativo entre a solução análitica e numéricas de primeira ordem e seus respectivos desvios.
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Figura 3: Comparativo entre a solução análitica e numéricas de segunda ordem.

Maiores detalhes sobre o comportamento dos esquemas mais importantes com a malha podem ser encontrados em Scalon
et al., 2005a.

O mesmo procedimento adotado para os esquemas de primeira e segundas ordem foi repetido para os de terceira
ordem. As condições de análise foram as mesmas, ∆x∗ = 0,1 e ∆t = 0,1, assim como o ponto analisado: x∗ = 0,5.
Desta forma, a fig.(5) apresenta um comparativo entre os modelos de terceira ordem e a solução analítica e oseu respectivo
desvio, fig.(6). Da análise deste gráfico é possível notar que os modelos de Wilson, de Houlbolt e de Hilber-Hughes-
Taylor apresentaram os melhores resultados. Cabe ressaltar ainda que o esquema de Bossak-Newmark para estas mesmas
condições não conseguiu alcançar a convergência da solução. Por conta disto o modelo foi descartado e não aparece nas
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Figura 4: Desvios entre a solução análitica e numéricas de segunda ordem.
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Figura 5: Comparativo entre a solução análitica e numéricas de terceira ordem.

referidas figuras. Outro fato que merece destaque é que, embora tenha convergido, o método de Hilber-Hughes-Taylor
apresentou oscilações em torno da solução analítica como pode ser visto claramente na fig.(6).

As fig.(7), (8) e (9) mostram as as implementações de terceira ordem utilizadas e o comportamento dos desvios em
função da da malha e incremento de tempo. Todos os esquemas: Houlbolt, Wilson-θ e Hilber-Hughes-Taylor, apresentam
comportamento similar e portanto a discussão será feita para todos os modelos globalmente. É possível notar, em todos
os casos, que o refinamento no tempo, por se tratar de um método de alta ordem, não apresentou variação perceptível
na solução obtida para a malha ∆x∗ = 0,1. Entretanto, em todos os esquemas foi possível notar uma melhora com o
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Figura 6: Desvios entre a solução análitica e numéricas de terceira ordem e seus respectivos desvios.
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Figura 7: Desvios em relação à solução analítica para o esquema Houlbolt.

refinamento da malha em tempos avaçados mantendo-se ∆τ = 0,1. Desta forma, nota-se claramente que o refinamento
da malha é a única forma de conseguir melhorar a precisão do modelo nas condições estabelecidas.

Com relação às diversas possíveis implementações e o seu comportamento na resolução do problema pode se observar
que os métodos alternativos de Houlbolt, Wilson-θ e Hilber-Hughes-Taylor de terceira ordem podem ser boas alternativas
para a solução de problemas transitórios, destacando-se pela maior precisão, os dois últimos.

4. Conclusão

Com base nos estudos desenvolvidos neste trabalho, pode-se afirmar que os esquemas baseados na família de fun-
ções peso para o tempo Wp, apresentaram boa concordância com a solução analítica mesmo trabalhando com valores
relativamente altos de incremento de tempo.

Esta implementação é, em termos de resultados equivalente à implementação tradicional. Entretanto, pode-se dizer
que aimplementação Wp apresenta uma facilidade muito maior de troca do esquema utilizado: bastando para isto que se
substitua os coeficientes do polinômio. Pode-se dizer que a grande vantagem deste tipo de formulação seja, justamente,
o fato de deixar inalterada a discretização da geometria do problema. Desta forma, podem ser mantidas quaisquer tipos
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Figura 8: Desvios em relação à solução analítica para o esquema Wilson-θ.
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Figura 9: Desvios em relação à solução analítica para o esquema Hilber-Hughes-Taylor.

de características da discretização no espaço, seja no que tange a funções de aproximação, ou mesmo, esquemas adotados
para função peso e, com pequenas alterações, mudar a discretização no tempo.

Entretanto, pode-se afirmar com base nos resultados apresentados que o aumento da ordem do esquema no tempo
diminui o desvio em relação à solução analítica, principalmente para tempos afastados do instante inicial. Além disto, em
função de sua própria natureza, os problemas de terceira ordem apresentaram comportamento praticamente independente
dos valores utilizados como incremento de tempo.

Foi possível, ainda, verificar ainda que a utilização de malhas muito refinadas para a estimativa da primeira e segundas
derivadas, quando isto é necessário, com esquemas de ordem mais baixa induziu oscilações na solução. Estimativas feitas
da mesma forma mas com a malha utilizada na solução apresentaram melhores resultados.

Para finalizar, os resultados mostraram que para o problema proposto, os métodos de terceira ordem de Wilson-θ e
Hilber-Hughes-Taylor apresentaram excelentes resultados na faixa considerada, embora este último tenha apresentado
convergência oscilante.
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Abstract
The development of numerical methods associated to the evolution of computers processors leads to a new alternative for physical

formulation. So, in a different way of 20 years ago, the numerical model for study physical phenomenon is much more cheap than realize
an experimental study. Physical problems with transient analisys are ussually complex and the use of lowers time increments leads to a
long time to achieve the complete solution. Thus, in this paper a comparative analysis of first, second and third order Wp schemes for
solution by finite elements methods wiil be done. This implementation for parabolic systems were presented as an integral operators
series with the objective to achieve the time integration. In a different way of the tradidional methods, this family schemes uses also
a weight function for the time in the transient analysis. In this scheme, it’s possible obtain a equation system through integrations by
parts. The advantage of this formulation is the maintenance of the problem geometry and any other characteristics of the discretization
in space: approximation functions and schemes for the weighting functions. For the results validation, it was chosen a one-dimensional
transient conduction problem in a plain wall, which the analytical solution is known. The results using the Wp scheme of first, second
and third orders and the errors of these solutions were analyzed as function of time and mesh.
Keywords: Transient Analysis, Finite Element Method, Wp Transient Schemes.
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